
> restart; 

>  

with(liesymm):with(linalg):setup(x,y,z,t);deforms(a=const,b=const,c=const,d=cons

t,p=const,n=const);
Warning, new definition for close
Warning, new definition for norm
Warning, new definition for trace

[ ], , ,x y z t

( )deforms , , , , , = a const  = b const  = c const  = d const  = p const  = n const

HOLDER NORMS

Euclidean Three Dimensions

Three Dimensions (not necessarily 
Euclidean) 
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> 

lambda:=(a*U^p+b*V^p+c*W^p)^(n/p);

 := λ ( ) +  + a Up b Vp c Wp











n

p

 := λ ( ) +  + a Up b Vp c Wp











n

p

> A:=d(Phi(x,y,z));

 := A  +  + 










∂

∂

z
( )Φ , ,x y z ( )d z











∂

∂

x
( )Φ , ,x y z ( )d x











∂

∂

y
( )Φ , ,x y z ( )d y

> A:=U*d(x)+V*d(y)+W*d(z);

 := A  +  + U ( )d x V ( )d y W ( )d z

The "Dual"  Current J starting from a covariant 1-form A

Starting from a contravariant J, find the associated A
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> 

Example 1:   Start with a 1 form A

> U:=u(x,y,z);V:=v(x,y,z);W:=w(x,y,z);

 := U ( )u , ,x y z

 := V ( )v , ,x y z

 := W ( )w , ,x y z

> Potentials:=evalm([U,V,W]/(lambda));

Potentials
( )u , ,x y z

( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p

( )v , ,x y z

( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p

, ,








 := 

( )w , ,x y z

( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p









> JAC(A):=jacobian(Potentials,[x,y,z]);DET:=factor(det(JAC(A)));

( )JAC  +  + ( )u , ,x y z ( )d x ( )v , ,x y z ( )d y ( )w , ,x y z ( )d z  := 

( )u , ,x y z n















 +  + 

a ( )u , ,x y z p p










∂

∂

x
( )u , ,x y z

( )u , ,x y z

b ( )v , ,x y z p p










∂

∂

x
( )v , ,x y z

( )v , ,x y z

c ( )w , ,x y z p p










∂

∂

x
( )w , ,x y z

( )w , ,x y z

( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p
p ( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p

−














∂

∂

x
( )u , ,x y z

( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p

 + ,
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( )u , ,x y z n















 +  + 

a ( )u , ,x y z p p










∂

∂

y
( )u , ,x y z

( )u , ,x y z

b ( )v , ,x y z p p










∂

∂

y
( )v , ,x y z

( )v , ,x y z

c ( )w , ,x y z p p










∂

∂

y
( )w , ,x y z

( )w , ,x y z

( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p
p ( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p

−

∂

∂

y
( )u , ,x y z

( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p

 + ,

( )u , ,x y z n















 +  + 

a ( )u , ,x y z p p










∂

∂

z
( )u , ,x y z

( )u , ,x y z

b ( )v , ,x y z p p










∂

∂

z
( )v , ,x y z

( )v , ,x y z

c ( )w , ,x y z p p










∂

∂

z
( )w , ,x y z

( )w , ,x y z

( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p
p ( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p

−

∂

∂

z
( )u , ,x y z

( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p

 + 














( )v , ,x y z n















 +  + 

a ( )u , ,x y z p p










∂

∂

x
( )u , ,x y z

( )u , ,x y z

b ( )v , ,x y z p p










∂

∂

x
( )v , ,x y z

( )v , ,x y z

c ( )w , ,x y z p p










∂

∂

x
( )w , ,x y z

( )w , ,x y z

( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p
p ( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p

−














∂

∂

x
( )v , ,x y z

( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p

 + ,

( )v , ,x y z n















 +  + 

a ( )u , ,x y z p p










∂

∂

y
( )u , ,x y z

( )u , ,x y z

b ( )v , ,x y z p p










∂

∂

y
( )v , ,x y z

( )v , ,x y z

c ( )w , ,x y z p p










∂

∂

y
( )w , ,x y z

( )w , ,x y z

( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p
p ( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p

−

∂

∂

y
( )v , ,x y z

( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p

 + ,

( )v , ,x y z n















 +  + 

a ( )u , ,x y z p p










∂

∂

z
( )u , ,x y z

( )u , ,x y z

b ( )v , ,x y z p p










∂

∂

z
( )v , ,x y z

( )v , ,x y z

c ( )w , ,x y z p p










∂

∂

z
( )w , ,x y z

( )w , ,x y z

( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p
p ( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p

−
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∂

∂

z
( )v , ,x y z

( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p

 + 














( )w , ,x y z n















 +  + 

a ( )u , ,x y z p p










∂

∂

x
( )u , ,x y z

( )u , ,x y z

b ( )v , ,x y z p p










∂

∂

x
( )v , ,x y z

( )v , ,x y z

c ( )w , ,x y z p p










∂

∂

x
( )w , ,x y z

( )w , ,x y z

( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p
p ( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p

−














∂

∂

x
( )w , ,x y z

( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p

 + ,

( )w , ,x y z n















 +  + 

a ( )u , ,x y z p p










∂

∂

y
( )u , ,x y z

( )u , ,x y z

b ( )v , ,x y z p p










∂

∂

y
( )v , ,x y z

( )v , ,x y z

c ( )w , ,x y z p p










∂

∂

y
( )w , ,x y z

( )w , ,x y z

( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p
p ( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p

−

∂

∂

y
( )w , ,x y z

( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p

 + ,

( )w , ,x y z n















 +  + 

a ( )u , ,x y z p p










∂

∂

z
( )u , ,x y z

( )u , ,x y z

b ( )v , ,x y z p p










∂

∂

z
( )v , ,x y z

( )v , ,x y z

c ( )w , ,x y z p p










∂

∂

z
( )w , ,x y z

( )w , ,x y z

( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p
p ( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p

−

∂

∂

z
( )w , ,x y z

( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p

 + 














DET ( ) − n 1










∂

∂

x
( )v , ,x y z











∂

∂

y
( )u , ,x y z











∂

∂

z
( )w , ,x y z











∂

∂

x
( )v , ,x y z











∂

∂

z
( )u , ,x y z











∂

∂

y
( )w , ,x y z − 









 := 











∂

∂

x
( )w , ,x y z











∂

∂

z
( )v , ,x y z











∂

∂

y
( )u , ,x y z











∂

∂

x
( )w , ,x y z











∂

∂

y
( )v , ,x y z











∂

∂

z
( )u , ,x y z −  + 











∂

∂

x
( )u , ,x y z











∂

∂

z
( )v , ,x y z











∂

∂

y
( )w , ,x y z











∂

∂

x
( )u , ,x y z











∂

∂

y
( )v , ,x y z











∂

∂

z
( )w , ,x y z +  − 



















( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p

3
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> ADJ:=adjoint(JAC(A)):J:=(innerprod(ADJ,Potentials));DIVJ:=factor(diverge(J,[x,y,

z]));

J










∂

∂

y
( )u , ,x y z ( )w , ,x y z











∂

∂

z
( )v , ,x y z











∂

∂

z
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z











∂

∂

y
( )w , ,x y z + 









 := 











∂

∂

y
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z











∂

∂

z
( )w , ,x y z











∂

∂

z
( )u , ,x y z ( )w , ,x y z











∂

∂

y
( )v , ,x y z −  − 











∂

∂

y
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z











∂

∂

z
( )w , ,x y z











∂

∂

z
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z











∂

∂

y
( )w , ,x y z +  − 














( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p

3











∂

∂

z
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z











∂

∂

x
( )w , ,x y z




−,











∂

∂

x
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z











∂

∂

z
( )w , ,x y z











∂

∂

z
( )u , ,x y z ( )w , ,x y z











∂

∂

x
( )v , ,x y z −  − 











∂

∂

x
( )u , ,x y z ( )w , ,x y z











∂

∂

z
( )v , ,x y z











∂

∂

z
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z











∂

∂

x
( )w , ,x y z +  − 











∂

∂

x
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z











∂

∂

z
( )w , ,x y z + 









( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p

3









,











∂

∂

y
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z











∂

∂

x
( )w , ,x y z











∂

∂

x
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z











∂

∂

y
( )w , ,x y z−  + 











∂

∂

x
( )u , ,x y z ( )w , ,x y z











∂

∂

y
( )v , ,x y z











∂

∂

y
( )u , ,x y z ( )w , ,x y z











∂

∂

x
( )v , ,x y z +  − 











∂

∂

x
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z











∂

∂

y
( )w , ,x y z











∂

∂

y
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z











∂

∂

x
( )w , ,x y z −  + 














( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p

3 




DIVJ 3 ( ) − n 1










∂

∂

x
( )v , ,x y z











∂

∂

y
( )u , ,x y z











∂

∂

z
( )w , ,x y z











∂

∂

x
( )v , ,x y z











∂

∂

z
( )u , ,x y z











∂

∂

y
( )w , ,x y z − 









 := 











∂

∂

x
( )w , ,x y z











∂

∂

z
( )v , ,x y z











∂

∂

y
( )u , ,x y z











∂

∂

x
( )w , ,x y z











∂

∂

y
( )v , ,x y z











∂

∂

z
( )u , ,x y z −  + 











∂

∂

x
( )u , ,x y z











∂

∂

z
( )v , ,x y z











∂

∂

y
( )w , ,x y z











∂

∂

x
( )u , ,x y z











∂

∂

y
( )v , ,x y z











∂

∂

z
( )w , ,x y z +  − 



















( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p

3

> 

> Interaction:=factor(innerprod(J,Potentials));
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Interaction ( )u , ,x y z










∂

∂

y
( )u , ,x y z ( )w , ,x y z











∂

∂

z
( )v , ,x y z−




− := 

( )u , ,x y z










∂

∂

z
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z











∂

∂

y
( )w , ,x y z ( )u , ,x y z











∂

∂

y
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z











∂

∂

z
( )w , ,x y z −  + 

( )u , ,x y z










∂

∂

z
( )u , ,x y z ( )w , ,x y z











∂

∂

y
( )v , ,x y z











∂

∂

y
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z 2











∂

∂

z
( )w , ,x y z +  − 











∂

∂

z
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z 2 









∂

∂

y
( )w , ,x y z











∂

∂

z
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z 2 









∂

∂

x
( )w , ,x y z +  + 











∂

∂

x
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z 2











∂

∂

z
( )w , ,x y z ( )v , ,x y z











∂

∂

z
( )u , ,x y z ( )w , ,x y z











∂

∂

x
( )v , ,x y z −  − 

( )v , ,x y z










∂

∂

x
( )u , ,x y z ( )w , ,x y z











∂

∂

z
( )v , ,x y z ( )v , ,x y z











∂

∂

z
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z











∂

∂

x
( )w , ,x y z +  − 

( )v , ,x y z










∂

∂

x
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z











∂

∂

z
( )w , ,x y z ( )w , ,x y z











∂

∂

y
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z











∂

∂

x
( )w , ,x y z +  + 

( )w , ,x y z










∂

∂

x
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z











∂

∂

y
( )w , ,x y z











∂

∂

x
( )u , ,x y z ( )w , ,x y z 2 









∂

∂

y
( )v , ,x y z −  − 











∂

∂

y
( )u , ,x y z ( )w , ,x y z 2











∂

∂

x
( )v , ,x y z ( )w , ,x y z











∂

∂

x
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z











∂

∂

y
( )w , ,x y z +  + 

( )w , ,x y z










∂

∂

y
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z











∂

∂

x
( )w , ,x y z − 









( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p

4






> Gauss:=simplify(factor(trace(ADJ))):Mean:=factor(trace(JAC(A))):MeanEuclidean:=s

implify(subs(a=1,b=1,c=1,p=2,n=1,factor(trace(JAC(A)))));GaussEuclidean:=factor(

subs(a=1,b=1,c=1,p=2,n=1,Gauss));

MeanEuclidean ( )u , ,x y z ( )v , ,x y z










∂

∂

x
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z ( )w , ,x y z











∂

∂

x
( )w , ,x y z + 




− := 











∂

∂

x
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z 2 









∂

∂

x
( )u , ,x y z ( )w , ,x y z 2 ( )v , ,x y z ( )u , ,x y z











∂

∂

y
( )u , ,x y z −  −  + 

( )v , ,x y z ( )w , ,x y z










∂

∂

y
( )w , ,x y z











∂

∂

y
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z 2











∂

∂

y
( )v , ,x y z ( )w , ,x y z 2 +  −  − 

( )w , ,x y z ( )u , ,x y z










∂

∂

z
( )u , ,x y z ( )w , ,x y z ( )v , ,x y z











∂

∂

z
( )v , ,x y z











∂

∂

z
( )w , ,x y z ( )u , ,x y z 2 +  +  − 











∂

∂

z
( )w , ,x y z ( )v , ,x y z 2 − ( ) +  + ( )u , ,x y z 2 ( )v , ,x y z 2 ( )w , ,x y z 2 ( ) / 3 2




GaussEuclidean










∂

∂

x
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z 2 









∂

∂

z
( )w , ,x y z











∂

∂

x
( )u , ,x y z ( )w , ,x y z 2 









∂

∂

y
( )v , ,x y z + 




 := 

( )u , ,x y z










∂

∂

z
( )u , ,x y z ( )w , ,x y z











∂

∂

y
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z











∂

∂

z
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z











∂

∂

y
( )w , ,x y z −  + 

( )u , ,x y z










∂

∂

y
( )u , ,x y z ( )w , ,x y z











∂

∂

z
( )v , ,x y z ( )w , ,x y z











∂

∂

x
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z











∂

∂

y
( )w , ,x y z +  + 
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( )w , ,x y z










∂

∂

x
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z











∂

∂

y
( )w , ,x y z ( )w , ,x y z











∂

∂

y
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z











∂

∂

x
( )w , ,x y z −  + 

( )w , ,x y z










∂

∂

y
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z











∂

∂

x
( )w , ,x y z ( )v , ,x y z











∂

∂

z
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z











∂

∂

x
( )w , ,x y z −  + 

( )u , ,x y z










∂

∂

y
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z











∂

∂

z
( )w , ,x y z ( )v , ,x y z











∂

∂

x
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z











∂

∂

z
( )w , ,x y z −  − 

( )v , ,x y z










∂

∂

x
( )u , ,x y z ( )w , ,x y z











∂

∂

z
( )v , ,x y z ( )v , ,x y z











∂

∂

z
( )u , ,x y z ( )w , ,x y z











∂

∂

x
( )v , ,x y z −  + 











∂

∂

y
( )u , ,x y z ( )w , ,x y z 2











∂

∂

x
( )v , ,x y z











∂

∂

y
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z 2











∂

∂

z
( )w , ,x y z −  + 











∂

∂

z
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z 2 









∂

∂

y
( )w , ,x y z











∂

∂

z
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z 2 









∂

∂

x
( )w , ,x y z −  − 






( ) +  + ( )u , ,x y z 2 ( )v , ,x y z 2 ( )w , ,x y z 2 2

> A1:=factor(Potentials[1]):A2:=factor(Potentials[2]):A3:=factor(Potentials[3]):

> 

> Action:=innerprod([A1,A2,A3],[d(x),d(y),d(z)]);

 := Action
 +  + ( )u , ,x y z ( )d x ( )v , ,x y z ( )d y ( )w , ,x y z ( )d z

( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p

> Vorticity:=wcollect(d(Action));Helicity:=simplify(wcollect(Action&^Vorticity));

Vorticity n a ( )u , ,x y z p 









∂

∂

z
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z ( )w , ,x y z n b ( )v , ,x y z p 









∂

∂

z
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z ( )w , ,x y z + 









 := 

n c ( )w , ,x y z p










∂

∂

z
( )w , ,x y z ( )u , ,x y z ( )v , ,x y z











∂

∂

z
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z ( )w , ,x y z a ( )u , ,x y z p +  − 











∂

∂

z
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z ( )w , ,x y z b ( )v , ,x y z p











∂

∂

z
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z ( )w , ,x y z c ( )w , ,x y z p −  − 










( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p
( )u , ,x y z ( )w , ,x y z ( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p



 


 + 

n a ( )u , ,x y z p 









∂

∂

y
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z ( )w , ,x y z n b ( )v , ,x y z p 









∂

∂

y
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z ( )w , ,x y z−  − 

n c ( )w , ,x y z p 









∂

∂

y
( )w , ,x y z ( )u , ,x y z ( )v , ,x y z











∂

∂

y
( )w , ,x y z ( )u , ,x y z ( )v , ,x y z a ( )u , ,x y z p −  + 











∂

∂

y
( )w , ,x y z ( )u , ,x y z ( )v , ,x y z b ( )v , ,x y z p 









∂

∂

y
( )w , ,x y z ( )u , ,x y z ( )v , ,x y z c ( )w , ,x y z p +  + 










( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z ( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p










( )( )d y &^ ( )d z n a ( )u , ,x y z p










∂

∂

y
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z ( )w , ,x y z









 + 
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n b ( )v , ,x y z p










∂

∂

y
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z ( )w , ,x y z n c ( )w , ,x y z p











∂

∂

y
( )w , ,x y z ( )u , ,x y z ( )v , ,x y z +  + 











∂

∂

y
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z ( )w , ,x y z a ( )u , ,x y z p 









∂

∂

y
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z ( )w , ,x y z b ( )v , ,x y z p −  − 











∂

∂

y
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z ( )w , ,x y z c ( )w , ,x y z p − 










( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p
( )v , ,x y z ( )w , ,x y z ( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p



 


 + 

n a ( )u , ,x y z p










∂

∂

x
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z ( )w , ,x y z n b ( )v , ,x y z p











∂

∂

x
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z ( )w , ,x y z−  − 

n c ( )w , ,x y z p 









∂

∂

x
( )w , ,x y z ( )u , ,x y z ( )v , ,x y z











∂

∂

x
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z ( )w , ,x y z a ( )u , ,x y z p −  + 











∂

∂

x
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z ( )w , ,x y z b ( )v , ,x y z p











∂

∂

x
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z ( )w , ,x y z c ( )w , ,x y z p +  + 










( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p
( )u , ,x y z ( )w , ,x y z ( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p










( )( )d x &^ ( )d y n a ( )u , ,x y z p 









∂

∂

z
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z ( )w , ,x y z









 + 

n b ( )v , ,x y z p










∂

∂

z
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z ( )w , ,x y z n c ( )w , ,x y z p











∂

∂

z
( )w , ,x y z ( )u , ,x y z ( )v , ,x y z +  + 











∂

∂

z
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z ( )w , ,x y z a ( )u , ,x y z p 









∂

∂

z
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z ( )w , ,x y z b ( )v , ,x y z p −  − 











∂

∂

z
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z ( )w , ,x y z c ( )w , ,x y z p − 










( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p
( )v , ,x y z ( )w , ,x y z ( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p



 


 + 

n a ( )u , ,x y z p 









∂

∂

x
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z ( )w , ,x y z n b ( )v , ,x y z p 









∂

∂

x
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z ( )w , ,x y z−  − 

n c ( )w , ,x y z p










∂

∂

x
( )w , ,x y z ( )u , ,x y z ( )v , ,x y z











∂

∂

x
( )w , ,x y z ( )u , ,x y z ( )v , ,x y z a ( )u , ,x y z p −  + 











∂

∂

x
( )w , ,x y z ( )u , ,x y z ( )v , ,x y z b ( )v , ,x y z p 









∂

∂

x
( )w , ,x y z ( )u , ,x y z ( )v , ,x y z c ( )w , ,x y z p +  + 










( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p











n

p
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z ( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p










( )( )d x &^ ( )d z

Helicity ( )&^ , ,( )d x ( )d y ( )d z ( )v , ,x y z ( ) + 2 p ( )u , ,x y z










∂

∂

z
( )u , ,x y z ( )w , ,x y z b−




− := 

( )u , ,x y z ( ) + 2 p ( )v , ,x y z










∂

∂

z
( )v , ,x y z ( )w , ,x y z a ( )w , ,x y z ( ) + 2 p ( )v , ,x y z











∂

∂

x
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z c +  − 

( )v , ,x y z ( ) + 2 p ( )w , ,x y z










∂

∂

x
( )w , ,x y z ( )u , ,x y z b ( )u , ,x y z ( ) + 2 p ( )w , ,x y z











∂

∂

y
( )w , ,x y z ( )v , ,x y z a +  − 
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( )v , ,x y z ( ) + 1 p










∂

∂

z
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z 2 ( )w , ,x y z b ( )u , ,x y z ( ) + 1 p











∂

∂

y
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z ( )w , ,x y z 2 a +  + 

( )u , ,x y z










∂

∂

y
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z ( ) + 1 p ( )w , ,x y z 2 b ( )v , ,x y z











∂

∂

z
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z 2 ( )w , ,x y z ( ) + 1 p c +  + 

( )w , ,x y z










∂

∂

y
( )w , ,x y z ( )u , ,x y z 2 ( )v , ,x y z ( ) + 1 p b ( )w , ,x y z ( ) + 1 p











∂

∂

y
( )w , ,x y z ( )u , ,x y z 2 ( )v , ,x y z c −  − 

( )w , ,x y z










∂

∂

x
( )w , ,x y z ( )u , ,x y z ( ) + 1 p ( )v , ,x y z 2 a ( )w , ,x y z ( ) + 1 p 









∂

∂

x
( )w , ,x y z ( )u , ,x y z ( )v , ,x y z 2 c +  + 

( )v , ,x y z










∂

∂

x
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z ( ) + 1 p ( )w , ,x y z 2 a ( )v , ,x y z ( ) + 1 p











∂

∂

x
( )v , ,x y z ( )u , ,x y z ( )w , ,x y z 2 b −  − 

( )u , ,x y z ( ) + 1 p 









∂

∂

z
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z 2 ( )w , ,x y z a ( )u , ,x y z











∂

∂

z
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z 2 ( )w , ,x y z ( ) + 1 p c −  − 

( )w , ,x y z ( ) + 2 p ( )u , ,x y z










∂

∂

y
( )u , ,x y z ( )v , ,x y z c + 




 ( )w , ,x y z ( )v , ,x y z ( )u , ,x y z





( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p









2

n

p
( ) +  + a ( )u , ,x y z p b ( )v , ,x y z p c ( )w , ,x y z p





> Phi:=z-phi(x,y);

 := Φ  − z ( )φ ,x y
> A:=grad(Phi,[x,y,z]);

 := A








, ,−











∂

∂

x
( )φ ,x y −











∂

∂

y
( )φ ,x y 1

> magn:=innerprod(A,A);

 := magn  +  + 










∂

∂

x
( )φ ,x y

2 









∂

∂

y
( )φ ,x y

2

1

> NA:=evalm(A/magn^(1/2));

NA −
∂

∂

x
( )φ ,x y

 +  + 










∂

∂

x
( )φ ,x y

2 









∂

∂

y
( )φ ,x y

2

1

−
∂

∂

y
( )φ ,x y

 +  + 










∂

∂

x
( )φ ,x y

2 









∂

∂

y
( )φ ,x y

2

1

, ,












 := 

1

 +  + 










∂

∂

x
( )φ ,x y

2 









∂

∂

y
( )φ ,x y

2

1












> JAC:=jacobian(NA,[x,y,z]);

JAC := 
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1

2











∂

∂

x
( )φ ,x y









 + 2











∂

∂

x
( )φ ,x y











∂

∂2

x2
( )φ ,x y 2











∂

∂
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
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




∂ ∂
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y x
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


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


 +  + 











∂

∂

x
( )φ ,x y

2 









∂

∂

y
( )φ ,x y

2

1
( ) / 3 2












∂

∂2

x2
( )φ ,x y

 +  + 










∂

∂

x
( )φ ,x y

2 









∂

∂

y
( )φ ,x y

2

1

 − ,

1

2











∂

∂

x
( )φ ,x y









 + 2











∂

∂

x
( )φ ,x y











∂ ∂

∂2

y x
( )φ ,x y 2











∂

∂

y
( )φ ,x y











∂

∂2
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( )φ ,x y









 +  + 











∂

∂

x
( )φ ,x y

2 









∂

∂

y
( )φ ,x y

2

1
( ) / 3 2

∂ ∂

∂2

y x
( )φ ,x y

 +  + 










∂

∂

x
( )φ ,x y

2 









∂

∂

y
( )φ ,x y

2

1

 − 0,












1

2











∂

∂

y
( )φ ,x y




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


 + 2


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


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∂

∂
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( )φ ,x y


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




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∂ ∂
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 +  + 




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




∂

∂

x
( )φ ,x y

2 









∂

∂

y
( )φ ,x y

2

1
( ) / 3 2












∂ ∂

∂2

y x
( )φ ,x y

 +  + 










∂

∂

x
( )φ ,x y

2 









∂

∂

y
( )φ ,x y

2

1

 − ,

1

2











∂

∂

y
( )φ ,x y









 + 2











∂

∂

x
( )φ ,x y











∂ ∂

∂2

y x
( )φ ,x y 2











∂

∂

y
( )φ ,x y











∂

∂2

y2
( )φ ,x y









 +  + 











∂

∂

x
( )φ ,x y

2 









∂

∂

y
( )φ ,x y

2

1
( ) / 3 2

∂

∂2

y2
( )φ ,x y

 +  + 










∂

∂

x
( )φ ,x y

2 









∂

∂

y
( )φ ,x y

2

1

 − 0,












−
1

2

 + 2










∂

∂

x
( )φ ,x y











∂

∂2

x2
( )φ ,x y 2











∂

∂

y
( )φ ,x y











∂ ∂

∂2

y x
( )φ ,x y









 +  + 











∂

∂

x
( )φ ,x y

2 









∂

∂

y
( )φ ,x y

2

1
( ) / 3 2












,

−
1

2

 + 2










∂

∂

x
( )φ ,x y











∂ ∂

∂2

y x
( )φ ,x y 2











∂

∂

y
( )φ ,x y











∂

∂2

y2
( )φ ,x y









 +  + 











∂

∂

x
( )φ ,x y

2 









∂

∂

y
( )φ ,x y

2

1
( ) / 3 2

0,












> MEAN_CURVATURE:=factor(trace(JAC)/2);
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MEAN_CURVATURE
1

2
2







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∂

∂

x
( )φ ,x y




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



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∂

y
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


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


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∂ ∂
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y x
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
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




∂
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( )φ ,x y











∂

∂

y
( )φ ,x y

2

−  + 



− := 











∂

∂2
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( )φ ,x y











∂
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









∂

∂

x
( )φ ,x y

2 









∂

∂2

y2
( )φ ,x y +  +  + 









 +  + 











∂

∂

x
( )φ ,x y

2 









∂

∂

y
( )φ ,x y

2

1
( ) / 3 2




> ADJAC:=adjoint(JAC);

ADJAC := 

[ , , ]0 0 0

[ , , ]0 0 0

−











∂

∂

x
( )φ ,x y









−  + 











∂ ∂

∂2

y x
( )φ ,x y

2 









∂

∂2
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( )φ ,x y











∂

∂2

x2
( )φ ,x y









 +  + 











∂

∂

x
( )φ ,x y

2 









∂

∂

y
( )φ ,x y

2

1
2












,

−











∂

∂

y
( )φ ,x y









−  + 











∂ ∂

∂2

y x
( )φ ,x y

2 









∂

∂2

y2
( )φ ,x y











∂

∂2

x2
( )φ ,x y









 +  + 











∂

∂

x
( )φ ,x y

2 









∂

∂

y
( )φ ,x y

2

1
2

−  + 










∂ ∂

∂2

y x
( )φ ,x y

2 









∂

∂2

y2
( )φ ,x y











∂

∂2

x2
( )φ ,x y









 +  + 











∂

∂

x
( )φ ,x y

2 









∂

∂

y
( )φ ,x y

2

1
2

,












> GAUSS_CURVATURE:=factor(trace(ADJAC));

 := GAUSS_CURVATURE

−  + 



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




∂ ∂

∂2

y x
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∂2

x2
( )φ ,x y


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
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
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∂
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2 


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




∂

∂

y
( )φ ,x y

2

1
2

> Current:=innerprod(ADJAC,NA);Interaction:=innerprod(Current,NA);DivJ:=diverge(Cu

rrent,[x,y,z]);

Current 0 0






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
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∂

x
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2 


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
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y x
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2 
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
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∂
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2 
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



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









∂

∂2
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


, ,




 := 




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




∂ ∂

∂2

y x
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2 


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


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∂
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
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∂2

x2
( )φ ,x y










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∂
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∂
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2 
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∂
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2

1
( ) / 5 2
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




 := Interaction

−  + 

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∂ ∂
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∂2

y2
( )φ ,x y










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∂
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2

1
2

 := DivJ 0

It is now apparent that the interaction between the potentials and the 
conserved current is equal to the Gauss curvature of the Monge surface in 
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Euclidean space.
> Vorticity:=curl(NA,[x,y,z]);Helicity:=innerprod(NA,Vorticity);

Vorticity −
1

2

 + 2
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∂
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∂
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∂
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∂
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,


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


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∂
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∂
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∂
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∂
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∂
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∂
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∂

y
( )φ ,x y











∂ ∂

∂2

y x
( )φ ,x y









 +  + 











∂

∂

x
( )φ ,x y

2 









∂

∂

y
( )φ ,x y

2

1
( ) / 3 2

1

2











∂

∂

x
( )φ ,x y









 + 2











∂

∂

x
( )φ ,x y











∂ ∂

∂2

y x
( )φ ,x y 2











∂

∂

y
( )φ ,x y











∂

∂2

y2
( )φ ,x y









 +  + 











∂

∂

x
( )φ ,x y

2 









∂

∂

y
( )φ ,x y

2

1
( ) / 3 2

 − 












 := Helicity 0

> crossprod(Current,NA);











∂

∂

x
( )φ ,x y

2 









∂ ∂

∂2

y x
( )φ ,x y

2 









∂

∂

x
( )φ ,x y

2 









∂

∂2

x2
( )φ ,x y











∂

∂2

y2
( )φ ,x y











∂ ∂

∂2

y x
( )φ ,x y

2 









∂

∂

y
( )φ ,x y

2

−  +  − 

























∂

∂2

x2 ( )φ ,x y










∂

∂

y
( )φ ,x y

2 









∂

∂2

y2 ( )φ ,x y










∂ ∂

∂2

y x
( )φ ,x y

2 









∂

∂2

y2 ( )φ ,x y










∂

∂2

x2 ( )φ ,x y +  −  + 















∂

∂

y
( )φ ,x y














 +  + 











∂

∂

x
( )φ ,x y

2 









∂

∂

y
( )φ ,x y

2

1
3 









∂

∂

x
( )φ ,x y

2 









∂ ∂

∂2

y x
( )φ ,x y

2

−








−,











∂

∂

x
( )φ ,x y

2 









∂

∂2

x2
( )φ ,x y











∂

∂2

y2
( )φ ,x y











∂ ∂

∂2

y x
( )φ ,x y

2 









∂

∂

y
( )φ ,x y

2

 +  − 











∂

∂2

x2
( )φ ,x y











∂

∂

y
( )φ ,x y

2 









∂

∂2

y2
( )φ ,x y











∂ ∂

∂2

y x
( )φ ,x y

2 









∂

∂2

y2
( )φ ,x y











∂

∂2

x2
( )φ ,x y +  −  + 
















∂

∂

x
( )φ ,x y














 +  + 











∂

∂

x
( )φ ,x y

2 









∂

∂

y
( )φ ,x y

2

1
3

0,





> U:=x*y;V:=y*z;W:=z*x;

 := U x y

 := V y z

 := W z x
> 
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> 

> AA:=evalm([U,V,W]/(subs(a=1,b=1,c=1,p=2,n=1,lambda)));

 := AA








, ,

x y

 +  + x2 y2 y2 z2 z2 x2

y z

 +  + x2 y2 y2 z2 z2 x2

z x

 +  + x2 y2 y2 z2 z2 x2

> JACWW:=jacobian(AA,[x,y,z]):DETJACAA:=factor(det(JACWW));Mean:=factor(trace(JACW

W)/2);ADJQQ:=adjoint(JACWW):GaussCurvature:=factor(trace(ADJQQ));

> 

> 

 := DETJACAA 0

 := Mean
1

2

 +  + y3 z2 z3 x2 y2 x3

( ) +  + x2 y2 y2 z2 z2 x2 ( ) / 3 2

 := GaussCurvature
z x y ( ) +  + x2 y y2 z z2 x

( ) +  + x2 y2 y2 z2 z2 x2 2

> ADJAA:=adjoint(JACWW):JA:=(innerprod(ADJAA,AA));DIVJA:=factor(diverge(JA,[x,y,z]

));InterA:=innerprod(AA,JA);

 := JA










, ,

y z x2

( ) +  + x2 y2 y2 z2 z2 x2 ( ) / 3 2

y2 z x

( ) +  + x2 y2 y2 z2 z2 x2 ( ) / 3 2

y z2 x

( ) +  + x2 y2 y2 z2 z2 x2 ( ) / 3 2

 := DIVJA 0

 := InterA
z x y ( ) +  + x2 y y2 z z2 x

( ) +  + x2 y2 y2 z2 z2 x2 2

> 

Four Dimensions

> 

> ACTION:=wcollect((U*d(x)+V*d(y)+W*d(z)+0*T*d(t))/lambda);F:=d(ACTION):TORS:=fact

or(subs(n=1,p=2,wcollect(ACTION&^F)));

> INTERACTION:=factor(innerprod(WW,CURRENT));

> FF:=wcollect(factor(d(ACTION))):

> HELICITY:=wcollect(factor(wcollect(ACTION&^FF))):POINCARE:=wcollect(FF&^FF):HELn

1:=subs(n=1,HELICITY);POINCn1:=factor(subs(n=4,p=2,POINCARE));

> AA:=evalm([U/lambda,V/lambda,W/lambda,T/lambda]);

> 

> ACTION:=factor(AA[1]*d(x)+AA[2]*d(y)+AA[3]*d(z)+AA[4]*d(t));

> FF:=wcollect(factor(d(ACTION)));

> ACTION&^FF;

> 
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> 

> restart; 

>  with(liesymm):with(linalg):

> lambda:=(a*U^p+b*V^p+c*W^p+d*T^p)^(n/p);

> VECT:=evalm([U,V,W,T]/lambda);

> 

> 

> JAC:=jacobian(VECT,[U,V,W,T]);GUN:=innerprod(transpose(JAC),JAC):

> ADJ:=adjoint(JAC);

> Z:=innerprod(ADJ,VECT);

> DIVZ:=factor(diverge(Z,[U,V,W,T]));

> 

> DIV:=factor(diverge(VECT,[U,V,W,T]));

> 

> DET:=det(JAC);

> FFSQ:=innerprod(JAC,JAC);FF4th:=innerprod(FFSQ,FFSQ);FF3rd:=innerprod(JAC,FFSQ);

> factor(charpoly(JAC,alpha));factor(charpoly(FFSQ,alpha));FFSQ[1,1];

> 

> solve(n^2-2*n+2,n);solve(n^2-3*n+3);

> 

> 

> CURL:=evalm(transpose(JAC)-evalm(JAC));

> FORCE:=innerprod(CURL,VECT);DETCURL:=det(CURL);

> zz:=evalm(innerprod(CURL,VECT));

> TRADJ:=factor(trace(ADJ));

> 

> 

> 
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